[bookmark: _GoBack]3-семинар сабақ. Вариациялық жәй есептің  жалпылануы 
3.1. Жоғары ретті туындыларға тәуелді функционалдар
3.1.1.  Негізгі теориялық мәліметтер
Жоғары ретті туындыларға тәуелді функционалдар
                                                                                      (1)
түріндегі функционалды 
,
                                       ,                            (2)
шекаралық шарттарында қарастыралық, мұндағы  функциясы  барлық аргументтері бойынша (n+1)- реттіге дейінгісін қамтитын туындылар иеленді, ал 
                                                       .                                                    (3)
	Берілген функционал шекаралық шарттарды қанағаттандыратын функциясында  локалдік экстремумге жетсе, онда ол Эйлер-Пуассон теңдеуін қанағаттандырады:


Экстремумның жеткілікті шарттары

Бұл жағдайда жәй есептің шарттары жалпыланыды. Қарастырылып отырған функционал минимумге (максимумге) жетуі үшін Лежандр шарты орындалуы қажет:

 
 

  функционалы үшін жазылған Эйлер-Пуассон теңдеуі  берілген есептің экстремаліндегі Якоби теңдеуі деп аталады. Якоби шарты: теңдеудің шешімі:,  h(x)0, 
Бұл шарттар әлсіз минимумның жеткілікті шарттары. Ал әлді экстремумде аталған шарттардың сыртында  Вейерштрасс шарты орындалуы қажет.

3.1.2.  Есеп шығару мысалдары
Мысал 1. Функционал экстремалін табыңыз:

Шешуі. Эйлер-Пуассон теңдеуін жазамыз
 

Белгілеу:  Сондағы жалпы шешім

Шекаралық шарттар көмегімен интегралдау тұрақтыларын анықтау үшін  жүйе құрамыз: 

Осыдан . Экстремәл . 
Лежандр шарты:       (максимум)
Якоби теңдеуі . 
Вейерштрасс шарты 
Берілген функционал  функциясында  әлді максимумге жетеді:

.

3.1.3.  Практикалық сабақ тапсырмалары
Берілген функционалды экстремумге зерттеңіз:
1) 
2) 
3) 
4) 
                                                     
5) 
6) 
                                                     
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
                                                     
16) 
17) 
                                                     
18) 
19) 
20) 
21) 

22) 
23) 
24) 
25) 


Жауаптары
[bookmark: _Hlk220403415]1)y=cosx; 2)y=0; 3)y=  
4)y=shx; 5)6)y=shx-sinx; 7)8)
9)
10)
11)

3.2. Бірнеше функцияға  тәуелді функционалдар
3.2.1.  Негізгі теориялық мәліметтер
           
                                              (1)
түріндегі функционалды 
,
                                              ,                                    (2)
шекаралық шарттарында қарастыралық,
 мұндағы функциясы  барлық аргументтері бойынша 2- реттегі туындылар иеленді, ал 
                                     , k=1, 2, …, n                                                   (3)
	Берілген функционал шекаралық шарттарды қанағаттандыратын, k=1, 2, …, n  функцияларында  локалдік экстремумге жетсе, онда ол Эйлер теңдеулерінің жүйесін қанағаттандырады:

Әлсіз экстремумның жеткілікті шарттары
Лежандр шарты:


[bookmark: _Hlk220408736]Екінші вариация үшін жазылған Эйлер теңдеуінің жүйесі бастапқы функционал үшін Якоби теңдеулерінің жүйесін береді. Якоби теңдеулерінің жүйесінің шешімдері u() u().
 вектор-функциясы берілген функционалды  әлсіз минимумге жеткізсе  келесі шарттар қатар орындалады:
1. Эйлер теңдеулерінің жүйесінің шешімі бар.
2. Функционал Лежандр шартын қанағаттандырады.
3. Функционал Якоби шартын қанағаттандырады.
Әлді минимумды зерттеу үшін мұнда да Вейерштрасс шарты тексеріледі: 
 

3.2.2.  Есеп шығару мысалдары
	Мысал 1.   функционалын
 шарттарында экстремумге зерттеу.
Берілген функционалдың Эйлер теңдеуін жазамыз. . Сонда
                                             

Осыдан    немесе  .  Бірінші теңдеуден ,
ендеше ,  екінші теңдеуге қоямыз: . Төртінші ретті сызықтық  тұрақты кэффицентті  дифференциалдық теңдеудің  сипаттық теңдеуі  Бұдан  Сонда 
                          .
Константалар шекаралақ шарттардан табылады:


Берілген функционалдың экстремалі: 
Экстремумге зерттелік:
Лежандр шарты  , 
Якоби теңдеулерінің жүйесі:
Оның   нөлдік  емес шешімі    .
Вейерштрасс шарты орындалады:
 

Табылған  экстремалінде бұл функционал әлді минимумге жетеді екен. Сол минимум мәнді есептелік




3.2.3.  Практикалық сабақ тапсырмалары
Функционалды экстремумге зерттеңіз
1) 
2) 

3) 

4)  

5) 

6) 

7) 

8) 

      9),


      11) 
                  
     12)
             


 



16)

17) 

18),

19)
20)
   



  
23)

24)

25)


Жауаптары

[bookmark: _Hlk220573812]1)2)
3)           4); [image: ]

3.3. Бірнеше айнымалылы бір функцияға  тәуелді функционалдар
3.3.1.  Негізгі теориялық мәліметтер
             Енді ұйғарымды функциялардың  класында жататын, D облысының Г шекарасында
=,  M(x,y)Г                                                 (1)
 шартын анағаттандыратын, 
=(2)
функционалын экстремумге жеткізетін  қисықты іздеу есебін қарастыралық.
	Егер  функциясында = функционалы экстремәл мәндерге жетсе, онда бұл функция Эйлер-Остроградский теңдеуінің:

 шешімі болады.
	Эйлер-Остроградский теңдеуі – екінші ретті дербес туындылардағы  дифференциалдық теңдеу. Оның жалпы шешімін функционалдың экстремәлі дейміз. Эйлер-Остроградский теңдеуінің шекаралық шарттарды қанағаттандыратын шеттк есебінің дербес шешімі ұйғарымды экстремәл делінеді. 
3.3.2.  Есеп шығару мысалдары
Мысал 1.= функционалының экстремәлдарын табайық.
Шешуі. Интегранттың тисті дербес туындыларын табамыз:
; ; ;
;
Эйлер-Остроградский теңдеуі . Толындық теңдеу алдық. Оны жалпы шешмі келесі түрде өрнектеледі:

берлген функционалды экстремәлін білдіреді.  мен  функциялары – қайбір екі рет үзіліссіз дифференциалданатын функциялар.
	Мысал 1.= функционалының экстремәлдарын табайық.
Шешуі. Интегранттың тисті дербес туындыларын табамыз:
[bookmark: _Hlk220589270];; ;
;
Эйлер-Остроградский теңдеуі 
.
Гиперболалық типтегі 2-ретті дербес туындылы тедеу алдық. Екі рет интегралдау (әуелі х бойынша, содан соң у бойынша )арқылы тедеудің жалпы шешімін табамыз:


                                                                                                            
	Cонымен,
.

	Эйлер-Остроградский теңдеуінің табылған жалпы шешімі ізделген экстремләді береді. мен  функциялары – қайбір екі рет үзіліссіз дифференциалданатын функциялар.
	Ескертпе. Бұл әдіс саны кез-келген айнымалылы функция жағдайында да қолданылады. Бұл кезде функционал  облысында анықталған  еселі интеграл. Эйлер-Остроградский теңдеуі


3.3.2.  Практикалық сабақ тапсырмалары
Функционалдардың экстремлін табыңыз:
1)  ;
2)  ;
3) ;
4) ;
5);
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